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lastne frekvence
V tej nalogi je predstavljen postopek staticˇne in dinamske analize ravninske konstruk-
cije. Konstrukcijo sestavljajo eno-dimenzijski konstrukcijski elementi palic in nosilcev.
Analiza je izvedena po metodi koncˇnih elementov z uporabo dvo-vozliˇscˇnih koncˇnih
elementov. Prikazan je postopek dolocˇitve togostne in masne matrike konstrukcije ob
uposˇtevanju razlicˇnih pogojev konsistentnega prehoda in robnih pogojev. Izracˇunane
so deformacije konstrukcije pod obremenitvijo in lastne frekvence konstrukcije. Veri-
fikacija razvitega algoritma za preracˇun ravninskih konstrukcij je izvedena preko pri-
merjave rezultatov pridobljenih z Ansys APDL in analiticˇnimi izracˇuni.
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Abstract
UDC 519.61(043.2)
No.: UN I/1078
Analysis of 2D structures using finite element method
Igor Banfi
Kljucˇne besede: truss structures
finite element method
trusses
beams
stiffness matrices
mass matrices
natural frequencies
In this thesis static and dynamic analysis of plane structure is presented. Structure is
composed out of one dimensional construction elements that are presented by trusses
and beams. Analysis is carried out via finite element method by using two node finite
elements. The work presnts the construction of mass and stifness matrix by considering
conditions of consistent transition and various boundry conditions. Deformations of
structure under load and natural frequencies are calculated. Accuracy of the developed
calculation scheme is verified based on the comparison of results obtained via Ansys
APDL and analytical calculations.
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1 Uvod
1.1 Ozadje problema
Pri konstruiranju jeklenih konstrukcij iz konstrukcijskih elementov je za pravilno in
najbolj ekonomicˇno izbiro konstrukcijskega elementa potrebno predvideti notranje sile
in momente, ki jih bo ta nosilec/palica prenasˇal. Cˇe je konstrukcija staticˇno dolocˇena, je
mogocˇe le te dolocˇiti na podlagi zapisa ravnovesja sil in momentov vseh konstrukcijskih
elementov. V kolikor je konstrukcija staticˇno predolocˇena oziroma je v sistemu preveliko
sˇtevilo neznanih sil v reakcijah, da bi lahko enolicˇno dolocˇili ravnovesje sil, je tak
pristop nemogocˇ. V ta namen so se razvile razlicˇne numericˇne metode, s katerimi je
mogocˇe dolocˇiti notranje sile in momente. Eden izmed nacˇinov je resˇevanje osnovnih
diferencialnih enacˇb problema preko dolocˇitev odvodov po metodi koncˇnih razlik. Drugi
mogocˇ nacˇin je delitev nosilcev oz. palic na koncˇne elemente, ki smo ga uporabili tudi
v nasˇem premeru.
Drugi del naloge se osredotocˇa na dolocˇitev lastnih frekvenc konstrukcije. Cˇe inzˇenir
pri konstruiranju ne analizira in ustrezno prilagodi konstrukcije, da ustreza dinamskim
zahtevam, lahko pride do porusˇitve zaradi pojava resonance. To se namrecˇ lahko zgodi
navkljub dejstvu, da so staticˇne obremenitve znotraj predpisanih mej. S tega vidika je
kljucˇna tudi dolocˇitev lastnih frekvenc konstrukcije.
1.2 Cilji naloge
Cilj naloge je izdelava programskega paketa v jeziku Python, ki bo omogocˇal staticˇno in
dinamicˇno analizo ravninskih konstrukcij. Program bo omogocˇal generacijo togostne
in masne matrike konstrukcije po metodi koncˇnih elementov, ter omogocˇal izracˇun
deformacij, notranjih sil in lastnih frekvenc konstrukcije. Programski paket je v celoti
razvit v obliki lastne programske kode, ki bo omogocˇal izdelavo spletnega okolja za
preracˇun staticˇnih in dinamicˇnih lastnosti strukture.
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2 Teoreticˇne osnove in pregled lite-
rature
2.1 Izpeljava koncˇnih elementov
2.1.1 Izpeljava koncˇnega elementa palice
Palica predstavlja konstrukcijski element, ki ni zmozˇen prenasˇati upogibnih in strizˇnih
obremenitev. Predpostavljeno je, da je osna obremenitev enakomerno razporejena po
precˇnem prerezu.
V nasˇem primeru palico razdelimo na posamezne koncˇne element in vsakega obrav-
navamo locˇeno. Vsak koncˇni element ima 2 vozliˇscˇi in vsako izmed vozliˇscˇ ima eno
prostostno stopnjo, kot je prikazano na sliki 2.1. Vsaka prostostna stopnja ima pri-
marno in sekundarno spremenljivko navedeno v tabeli 2.1.
Preglednica 2.1: Prostostne stopnje in spremenljivke vozliˇscˇ palice.
PROSTOST PRIMARNA S. SEKUNDARNA S.
X1 u1 N1
X2 u2 N2
X1 X2
Le
x
Slika 2.1: Shema koncˇnega elementa palice.
2
Teoreticˇne osnove in pregled literature
Primarna spremenljivka se po elementu predpostavi v obliki linearnega funkcijskega
predpisa:
ψ1(x) = 1− x
Le
,
ψ4(x) =
x
Le
,
u(x) = u1ψ1(x) + u2ψ4(x). (2.1)
Togostno in masno matriko je mogocˇe izpeljati po variacijskem postopku z integracijo
po per-partes [1]. V tej nalogi bodo matrike izpeljane po energijskem principu [2].
Potencialna energija elementa palice je v nasˇem primeru odvisna samo od deformacije
v vozliˇscˇih:
Ep =
1
2
∫ Le
0
EA(
du
dx
)2dx =
=
1
2
∫ Le
0
EA(
−1
Le
u1 +
1
Le
u2)
2dx =
=
1
2
EA
Le
(u21 − 2u1u2 + u22). (2.2)
Enacˇbo (2.2) lahko zapiˇsemo tudi v matricˇni obliki:
Ep =
1
2
uTKu. (2.3)
Vektor u vsebuje vrednosti pomika v posameznem vozliˇscˇu koncˇnega elementa:
u =
[
u1
u2
]
. (2.4)
Matrika K je togostna matrika koncˇnega elementa:
K =
EA
Le
[
1 −1
−1 1
]
. (2.5)
Za izracˇun notranjih sil znotraj koncˇnega elementa velja:
f = Ku. (2.6)
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Notranje sile v koncˇnem elementu predstavimo kot sile v vozliˇscˇih. Cˇe po koncˇnem
elementu deluje porazdeljena obremenitev, jo z mnozˇenjem z utezˇnima funkcijama
in integracijo predstavimo kot tocˇkovni obremenitvi v vozliˇscˇih. Po Galerkinovem
pristopu za utezˇni funkciji uporabimo funkciji ψ1(x) in ψ4(x). Vektor sil izracˇunamo
kot:
f =
[−N1
+N2
]
+
[∫ Le
0
n(x)ψ1(x)dx∫ Le
0
n(x)ψ4(x)dx
]
. (2.7)
Masna matrika palice je lahko dolocˇena po energijskem principu. Kineticˇna energija
koncˇnega elementa palice je izracˇunana kot:
Ek =
1
2
∫ L
0
ρA
du(x)
dt
2
dx. (2.8)
V enacˇbi (2.8) za funkcijo u(x) uporabimo interpolirano funkcijo enacˇba (2.1) in izve-
demo izracˇun kineticˇne energije:
Ek =
1
2
∫ Le
0
ρA((1− x
Le
)
du1
dt
+ (
x
L
)
du2
dt
)2dx =
=
1
2
ρALe
3
(
du1
dt
2
+
du1
dt
du2
dt
+
du2
dt
2
). (2.9)
Enacˇbo (2.9) lahko izrazimo v matricˇni obliki:
Ek =
1
2
du
dt
T
M
du
dt
. (2.10)
Tako dobimo masno matriko koncˇnega elementa palice:
M =
ρALe
6
[
2 1
1 2
]
. (2.11)
2.1.2 Izpeljava koncˇnega elementa nosilca
Nosilec je konstrukcijski element, ki prenasˇa strizˇne in upogibne napetosti.
Togostno in masno matriko je mogocˇe izpeljati po variacijskem postopku z integracijo
po per-partes [1]. V tej nalogi bodo izpeljane po energijskem principu [2]. Nosilec bomo
razdelili na koncˇne elemente. Na sliki 2.2 je prikazan dvo vozliˇscˇni koncˇni element.
4
Teoreticˇne osnove in pregled literature
Z1
Φ1
Z2
Φ2
Le
x
Slika 2.2: Shema koncˇnega elementa nosilca.
Preglednica 2.2: Prostostne stopnje in spremenljivke vozliˇscˇ nosilca.
PROSTOST PRIMARNA S. SEKUNDARNA S.
Z1 w1 T1
Φ1 φ1 M1
Z2 w2 T2
Φ2 φ2 M2
Vsako vozliˇscˇe ima 2 prostostni stopnji. Vsaka prostostna stopnja ima primarno in
sekundarno spremenljivko navedeno v tabeli 2.2.
Vrednosti spremenljivk znotraj koncˇnega elementa dolocˇimo z Lagrangovo interpola-
cijo:
ψ2(x) = 1− 3x
2
L2e
+ 2
x3
L3e
,
ψ3(x) = x− 2x
2
Le
+
x3
L2e
,
ψ5(x) = 3
x2
L2e
− 2x
3
L3e
,
ψ6(x) = −x
2
Le
+
x3
L2e
,
w(x) = w1ψ2(x) + ϕ1ψ3(x) + w2ψ5(x) + ϕ2ψ6(x). (2.12)
Togostno matriko tako kot pri palici dobimo z resˇevanjem enacˇbe za potencialno ener-
gijo nosilca:
Ep =
1
2
∫ Le
0
M(x)2
EI
dx. (2.13)
5
Teoreticˇne osnove in pregled literature
Pri tem uposˇtevamo Euller-Bernoullijevo relacijo za dolocˇitev momenta v nosilcu (2.15)
in dobimo:
Ep =
1
2
∫ Le
0
EI(
d2w(x)
dx2
)2dx =
1
2
wTKw. (2.14)
M(x) = EI
d2w(x)
dx2
(2.15)
V enacˇbo (2.14) vstavimo polinom (2.12) in odvajamo. Po urejanju enacˇb dobimo
togostno matriko v obliki:
K =
EI
Le
⎡⎢⎢⎣
12 6Le −12 6Le
6Le 4L
2
e −6Le 2L2e
−12 −6Le 12 −6Le
6Le 2L
2
e −6Le 4L2e
⎤⎥⎥⎦ . (2.16)
Za izracˇun notranjih sil znotraj velja:
f = Ku. (2.17)
Notranje sile in upogibne momente v koncˇnem elementu predstavimo kot sile v vo-
zliˇscˇih. Cˇe po koncˇnem elementu deluje porazdeljena obremenitev, jo z mnozˇenjem z
utezˇnima funkcijama in integracijo predstavimo kot tocˇkovni obremenitvi v vozliˇscˇih.
Po Galerkinovem pristopu za utezˇni funkciji uporabimo funkcije ψ2(x), ψ3(x), ψ5(x) in
ψ6(x). Vektor sil in momentov izracˇunamo:
f =
⎡⎢⎢⎣
−T1
+M1
+T2
−M2
⎤⎥⎥⎦+
⎡⎢⎢⎢⎣
∫ Le
0
q(x)ψ2(x)dx∫ Le
0
q(x)ψ3(x)dx∫ Le
0
q(x)ψ5(x)dx∫ Le
0
q(x)ψ6(x)dx
⎤⎥⎥⎥⎦ . (2.18)
Pri izpeljavi masne matrike palice smo se tega lotili po energijskem principu. Izbrani
koncˇni element nosilca ima v gibanju kineticˇno energijo, ki jo izracˇunamo kot:
Ek =
1
2
∫ Le
0
ρA(
dw(x)
dt
)2dx. (2.19)
Za vrednost primarne spremenljivke vstavimo interpolirano funkcijo podano z enacˇbo
(2.12) in dobimo:
6
Teoreticˇne osnove in pregled literature
Ek =
1
2
∫ L
0
ρA((1− 3x
2
L2e
+ 2
x3
L3
)
dw1
dt
+ (x− 2x
2
L
+
x3
L2
)
dΦ1
dt
)2dx
+(3
x2
L2
− 2x
3
L3
)
dw2
dt
+ (−x
2
L
+
x3
L2
)
dΦ2
dt
. (2.20)
Z urejanjem enacˇbe (2.20) jo lahko zapiˇsemo v matricˇni obliki:
Ek =
1
2
dw
dt
T
M
dw
dt
. (2.21)
Celotna masna matrika M koncˇnega elementa ima obliko:
M =
ρALe
6
⎡⎢⎢⎣
156 22Le 54 −13L
22Le 4L
2
e 13Le −3L2e
54 13Le 156 −22Le
−13Le −3L2e −22Le 4L2e
⎤⎥⎥⎦ . (2.22)
2.1.3 Omejitve formulacije
S predstavljeno formulacijo dobimo sprejemljive resˇitve le v primeru, da so velikosti
deformacij majhne. V realnosti se z deformacijo spremeni usmeritev notranjih sil no-
silca oziroma palice. V nasˇem primeru se smer notranjih sil dolocˇi pred racˇunanjem
deformacij in se predpostavi, da le ta ostane konstantna tekom obremenjevanja.
2.2 Dinamske lastnosti konstrukcije
2.2.1 Dolocˇitev osnovne gibalne enacˇbe
Ko imamo znano masno in togostno matriko nasˇe konstrukcije, lahko zapiˇsemo osnovne
gibalne enacˇbe obravnavanega sistema. Pri tem predpostavimo, da so vrednosti v
vektorju deformacije 0 takrat, ko je sistem v ravnovesju. Za dolocˇitev gibalne enacˇbe
uporabimo 2. Newtonov zakon in dobimo sledecˇ sistem enacˇb, ki ga zapiˇsemo v matricˇni
obliki:
M
d2u
dt2
+Ku = f. (2.23)
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2.2.2 Dolocˇitev lastnih frekvenc konstrukcije
V obravnavanem sistemu so prisotne vztrajnostne in vracˇajocˇe sile, ki nasprotujejo
odmikom od ravnovesne lege. V primeru, cˇe je v sistem vlozˇena energija v obliki ki-
neticˇne energije in/ali potencialne energije, se bo sistem zacˇel gibati po zakonih gibalne
enacˇbe. Cˇe zˇelimo popisati to gibanje, moramo predpostaviti resˇitev gibalne enacˇbe.
To dosezˇemo tako, da zapiˇsemo nastavek v obliki:
u(t) = UT (t). (2.24)
Vektor U je konstanten in je funkcija krajevne spremenljivke, medtem ko sta spremen-
ljivki u(t) in T (t) odvisni od cˇasa. Fizicˇno to pomeni, da je amplituda posameznih
vrednosti vektorja u odvisna od cˇasa, medtem ko je razmerje med njima konstantno.
Gibanje posameznih premikov v vektorju u je sinhrono.
Gibalno enacˇbo lahko opiˇsemo v obliki:
MU
d2T
dt2
+KUT = 0. (2.25)
Enacˇbo (2.25) preuredimo v obliko:
−d
2T (t)/dt2
T (t)
=
KU
MU
. (2.26)
Ker je leva stran enacˇbe odvisna samo od cˇasa, lahko predpostavimo, da je resˇitev leve
in desne strani konstanta. Konstanto zapiˇsemo v obliki ω2 pri cˇemer dobimo:
d2T (t)
dt2
+ ω2T (t) = 0 (2.27)
(K− ω2M)U = 0 (2.28)
Enacˇba (2.28) predstavlja problem lastnih vrednosti, kjer so resˇitve lastne krozˇne fre-
kvence ω nasˇe konstrukcije. Vsaki vrednosti ω pripada lastni vektor U.
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Namen naloge je razvoj programa Structural Python [3] v okolju Python, ki bo omogocˇal
samostojno staticˇno in dinamsko analizo konstrukcije na podlagi definicije sistema.
Glavna naloga je zapis togostne in masne matrike celotne konstrukcije z uposˇtevanjem
pogojev konsistentnega prehoda PKP, robnih pogojev RP in pri razlicˇnih orientacijah
posameznih konstrukcijskih elementov. Formulacija omogocˇa dolocˇitev deformacij, no-
tranjih sil in lastnih frekvence konstrukcije. Shematski prikaz razvitega algoritma je
prikazan na sliki 3.1. Sama metodologija raziskave pa sledi postopku predstavljenem
v [4].
DEFINICIJA
SISTEMA
ZDRUZˇEVANJE
ENACˇB
UPOSˇTEVANJE
RP
IZRACˇUN
POMIKOV
PROCESIRANJE
REZULTATOV
LASTNE F.ENACˇBE
NOSILCA
KONCˇNI ELEMENT
1. TOGOSTNA
MATRIKA
3. MASNA
MATRIKA
2. VEKTOR
OBREMENITVE
RP
PKP
PARAMETRI
NOSILCA
K,M,
f
K,f
K
M
K,
U
Kn
Mn
fn
E, I,
A...
Ke,
Me,
f e
Slika 3.1: Shematski prikaz razvitega algoritma.
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3.1 Definicija sistema
Definicija sistema predstavlja zacˇetni vnos uporabnika. Zato da je sistem enolicˇno
definiran, morajo biti znani elementi konstrukcije, njihova skrajna vozliˇscˇa, podpore,
povezava med elementi in obremenitve. V samem programu je sistem definiran z objekti
vozliˇscˇ in objekti nosilcev z medsebojnim relacijam med vozliˇscˇi.
3.2 Enacˇbe koncˇnega elementa
Enacˇbe obravnavane konstrukcije so pridobljene na osnovi togostne in masne ma-
trike koncˇnega elementa. Na tem mestu je potrebno definirati geometrijske lastnosti
koncˇnega elementa. Za izracˇun je potrebno dolocˇiti: gostoto ρ, povrsˇino precˇnega pre-
reza A, elasticˇni modul E, drugi moment prereza I, dolzˇino koncˇnega elementa Le. Na
tem mestu je potrebno tudi definirati ali obravnavani element konstrukcije predstavlja
palico ali nosilec. Formulacijo masne in togostne matrike zapiˇsemo v obliki:
K =
AE
Le
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦+
EI
L3e
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0 0 0
0 12 6Le 0 −12 6Le
0 6Le 4L
2
e 0 −6Le 2L2e
0 0 0 0 0 0
0 −12 −6Le 0 12 −6Le
0 6Le 2L
2
e 0 −6Le 4L2e
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
K = Kpalica +Knosilec (3.1)
M =
ρALe
6
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦+
ρALe
6
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0 0 0
0 156 22Le 0 54 −13Le
0 22Le 4L
2
e 0 13Le −3L2e
0 0 0 0 0 0
0 54 13Le 0 156 −22Le
0 −13Le −3L2e 0 −22Le 4L2e
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
M =Mpalica +Mnosilec (3.2)
Koncˇni element je prikazan na sliki 3.2.
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Φ1
Z1
X1
Φ2
Z2
X2
Le
xe
Slika 3.2: Prikaz koncˇnega elementa.
Formulacijo sil f in vrednosti pomika u podajata enacˇbi:
f =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−N1
−T1
+M1
+N2
+T2
−M2
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∫ Le
0
ψ1(xe)n(xe)dxe∫ Le
0
ψ2(xe)q(xe)dxe∫ Le
0
ψ3(xe)q(xe)dxe∫ Le
0
ψ4(xe)n(xe)dxe∫ Le
0
ψ5(xe)q(xe)dxe∫ Le
0
ψ6(xe)q(xe)dxe
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (3.3)
u =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
u1e
w1e
ϕ1e
u2e
w2e
ϕ2e
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (3.4)
3.3 Usklajevanje enacˇb koncˇnih elementov nosilcev
Celotna togostna matrika konstrukcije zavisi od elementov, ki sestavljajo obravnavano
konstrukcijo. Na sliki 3.3a sta prikazana koncˇna elementa konstrukcije z oznacˇenimi
prostostnimi stopnjami. Ta koncˇna elementa se v vozliˇscˇu stikata, kar pomeni, da
imata skupne prostostne stopnje, kot je prikazano na sliki 3.3b. Ker imata s tega
vidika identicˇne primarne in sekundarne spremenljivke, je potrebno preurediti togostno,
masno matriko in vektor obremenitve. S primarno spremenljivko mnozˇimo stolpce v
matriki podani z enacˇbo (3.1), tako da dobimo sekundarno spremenljivko. Na ta nacˇin
lahko sesˇtejemo stolpce v matriki, ki se mnozˇijo s identicˇno primarno spremenljivko.
Vsaka vrstica v matriki predstavlja enacˇbo, ki predstavlja sekundarno spremenljivko,
to omogocˇa da sesˇtejemo vrstice v matriki in vektorju obremenitve, ki predstavljajo
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identicˇno sekundarno spremenljivko. Ta postopek je prikazan na sliki 3.4 in sliki 3.5.
Togostna matrika, ki jo dobimo s tovrstnim postopkom podaja enacˇba (3.5). Postopek
generacije masne matrike je popolnoma enak postopku generacije togostne matrike.
Φ2 Φ3
Z2 Z3
X2
X3
Φ1
Z1
X1
Φ4
Z4
X4
L1 L2
x2x1
(a)
Φ1
X1
Z1
Φ Φ4
X X4
Z Z4
L1 L2
x2x1
(b)
Slika 3.3: 2 Koncˇna elementa nosilca: a) Oznacˇene prostostne stopnje vsakega
vozliˇscˇa. b) Oznacˇene prostostne stopnje ko zdruzˇimo vozliˇscˇa.
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
K1
K2
[
u1 w1 φ1 u2 w2 φ2 u3 w3 φ3 u4 w4 φ4
]⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Fx1
Fy1
M1
Fx2
Fy2
M2
Fx3
Fy3
M3
Fx4
Fy4
M4
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
K1
K2
[
u1 w1 φ1 u w φ u4 w4 φ4
] ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Fx1
Fy1
M1
Fx
Fy
M
Fx4
Fy4
M4
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Slika 3.4: Shema poteka zdruzˇevanja leve strani enacˇb.
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⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Fx1
Fy1
M1
Fx2
Fy2
M2
Fx3
Fy3
M3
Fx4
Fy4
M4
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Fx1
Fy1
M1
Fx
Fy
M
Fx4
Fy4
M4
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−N1
−T1
M1
N2
T2
−M2
−N3
−T3
M3
N4
T4
−M4
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−N1
−T1
M1
N2 −N3 = 0
T2 − T3 = 0
M3 −M2 = 0
N4
T4
−M4
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∫ L1
0
n1(x1)ψ1(x1)dx1∫ L1
0
q1(x)ψ2(x1)dx1∫ L1
0
q1(x1)ψ3(x1)dx1∫ L1
0
n1(x1)ψ4(x1)dx1∫ L1
0
q1(x1)ψ5(x1)dx1∫ L1
0
q1(x1)ψ6(x1)dx1∫ L2
0
n2(x2)ψ1(x2)dx2∫ L2
0
q2(x2)ψ2(x2)dx2∫ L2
0
q2(x2)ψ3(x2)dx2∫ L2
0
n2(x2)ψ4(x2)dx2∫ L2
0
q2(x2)ψ5(x2)dx2∫ L2
0
q2(x2)ψ6(x2)dx2
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∫ L1
0
n1(x1)ψ1(x1)dx1∫ L1
0
q1(x)ψ2(x1)dx1∫ L1
0
q1(x1)ψ3(x1)dx1∫ L1
0
n1(x1)ψ4(x1)dx1 +
∫ L2
0
n2(x2)ψ1(x2)dx2∫ L1
0
q1(x1)ψ5(x1)dx1 +
∫ L2
0
q2(x2)ψ2(x2)dx2∫ L1
0
q1(x1)ψ6(x1)dx1 +
∫ L2
0
q2(x2)ψ3(x2)dx2∫ L2
0
n2(x2)ψ4(x2)dx2∫ L2
0
q2(x2)ψ5(x2)dx2∫ L2
0
q2(x2)ψ6(x2)dx2
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
Slika 3.5: Shema poteka zdruzˇevanja desne strani enacˇb.
K =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
EA
L1
0 0 −EA
L1
0 0 0 0 0
0 12EA
L31
6EI
L21
0 −12EA
L31
6EI
L21
0 0 0
0 6EI
L21
4EI
L1
0 −6EI
L21
2EI
L1
0 0 0
−EA
L1
0 0 EA
L1
+ EA
L2
0 0 −EA
L2
0 0
0 −12EA
L31
−6EI
L21
0 12EA
L31
+ 12EA
L32
−6EI
L21
+ 6EI
L22
0 0 0
0 6EI
L21
2EI
L1
0 −6EI
L21
+ 6EI
L22
4EI
L1
+ 4EI
L2
0 0 0
0 0 0 −EA
L2
0 0 EA
L2
0 0
0 0 0 0 −12EA
L32
−6EI
L22
0 12EA
L32
−6EI
L22
0 0 0 0 6EI
L22
2EI
L2
0 −6EI
L22
4EI
L2
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.5)
3.3.1 Definicija koordinatnega sistema
Ker imajo vsi koncˇni elementi v nosilcu enako orientiran koordinatni sistem nam le
tega v vozliˇscˇih znotraj nosilca ni potrebno spreminjati. Ker pa je lahko orientacija
posameznih nosilcev v skupnih podporah drugacˇna je potrebno uskladiti usmeritev
koordinatnih sistemov v podporah. Konvencionalno je to resˇeno z uporabo globalnega
koordinatnega sistema, definiranega z vektorjema ex = [1, 0] in ey = [0, 1]. V tej
diplomski nalogi smo v vozliˇscˇih orientirali koordinatni sistem v skladu z nagibom
podpor. V primeru drsnih podpor je koordinatni sistem orientiran v skladu z nagibom,
kar je omogocˇalo lazˇjo implementacijo robnih pogojev, kot je razvidno na sliki 3.6.
Za pretvorbo med globalnimi in lokalnimi se uporablja enacˇba:
un = λnug,n. (3.6)
Transformacija togostne matrike ima tako obliko:
Kg = λ
T
nKnλn. (3.7)
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Za generacijo globalne masne matrike sledimo enacˇbi:
Mg = λ
T
nMnλn. (3.8)
Transformacijska matrika za ta primer je dolocˇena kot:
λn =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
cos(α + β1) sin(α + β1) 0 0 . . .
sin(α + β1) − cos(α + β1) 0 0 . . .
0 0 1 0
0 0 0 1
...
...
. . .
1 0 0 0
0 cos(α + β) sin(α2 + β2) 0
0 sin(α + β) − cos(α2 + β2) 0
0 0 0 1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
(3.9)
X
Z
α
β2
z
x
Slika 3.6: Prikaz definicije koordinatnega sistema.
3.4 Zdruzˇevanje koncˇnih elementov nosilcev
V vozliˇscˇu, kjer je prisotnih vecˇ nosilcev, je potrebno identificirati skupne prostostne
stopnje koncˇnih elementov. To dolocˇimo glede na vrsto povezave. Cˇe si nosilca delita
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prostostno stopnjo, to pomeni, da imata skupno primarno in sekundarno spremenljivko
dane prostostne stopnje. Enacˇbe primarne in sekundarne spremenljivke zdruzˇimo po
principu opisanem pri zdruzˇevanju enacˇb koncˇnih elementov enega nosilca (Poglavje
3.3). Za zdruzˇitev enacˇb primarne spremenljivke moramo sesˇteti stolpce matrik, ki se
mnozˇijo s primarno spremenljivko. Za uposˇtevanje enakosti sekundarne spremenljivke,
moramo sesˇteti vrstice, po katerih se izracˇuna vrednost sekundarne spremenljivke.
3.5 Povezave med nosilci
Povezave med nosilci definirajo pogoje konsistentnega prehoda med nosilci. Vsak no-
silec ima v vozliˇscˇu 3 prostostne stopnje X, Z, Φ. Cˇe je v nekem vozliˇscˇu prisotnih vecˇ
nosilcev, se s pogoji konsistentnih prehodov ugotovi, katere izmed prostostnih stopenj
si obravnavani nosilci delijo. V tej diplomski nalogi so pogoji konsistentnega prehoda
definirani s 3 biti. Cˇe je posamezni bit 1 potem, je nosilec v doticˇni prostostni stopnji
povezan z ostalimi nosilci v vozliˇscˇu, ki imajo enak PKP:
PKP = [XG, ZG,ΦG] (3.10)
3.5.1 Toga povezava
Nosilca sta togo povezana, cˇe imata nosilca v vozliˇscˇu identicˇne prostostne stopnje.
PKP take povezave ima obliko:
PKP = [1, 1, 1]. (3.11)
Φ
Z
X
Φ1 Φ2
Z1 Z2
X1 X2
Slika 3.7: Toga povezava med nosilcema.
3.5.2 Cˇlenkasta povezava
Nosilca sta cˇlenkasto povezana, cˇe imata nosilca v vozliˇscˇu skupna translatorna pre-
mika, ne pa rotacije. PKP take povezave ima obliko:
PKP = [1, 1, 0]. (3.12)
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Φ1
Φ2
Z
X
Φ1 Φ2
Z1 Z2
X1 X2
Slika 3.8: Cˇlenkasta povezava med nosilcema.
3.5.3 Drsna cˇlenkasta povezava
Drsna cˇlenkasta povezava je takrat, ko se prenasˇa med nosilcema samo ena translatorna
spremenljivka med nosilcema. PKP take povezave ima obliko:
PKP = [0, 1, 0] (3.13)
Φ1
Φ2
Z
X2
X1
Φ1
Φ2
Z1
Z2
X2
X1
Slika 3.9: Drsna cˇlenkasta povezava med nosilcema.
3.6 Podpore in uposˇtevanje robnih pogojev
Cˇe je v vozliˇscˇu prisotna podpora, je omejena deformacija v izbrani/h smeri/h. Za
lazˇje definiranje podpor vpeljemo izraz Vozliˇscˇne prostostne stopnje NFS (ang. Node
Freedom Signiture) [4], ki predstavlja 3 bitni podatek o prostostnih stopnjah v podpori:
NFS = [XG, ZG,ΦG], (3.14)
kjer XBg predstavlja omejitev vrednosti uG, ZG omejitev vrednosti wG in ΦG omejitev
vrednosti φG.
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3.6.0.1 Cˇlenkasto vpetje
Cˇlenkasto je element vpet, ko ima na vpetem vozliˇscˇu omejen translatornih premik v
obeh oseh. Cˇlenkasto vpetje ne povzrocˇa momenta. Na sliki 3.10 je prikazana skica
podpore z oznacˇenim silam reakcije. NFS pa podaja enacˇba:
NFS = [0, 0, 1]. (3.15)
Fx
Fz
Slika 3.10: Cˇlenkasto vpetje z reakcijami.
3.6.0.2 Konzolno vpetje
Konzolno je nosilec vpet, ko ima omejen translatorni in rotacijski premik v vpetem
vozliˇscˇu. Na sliki 3.11 je prikazana skica podpore z oznacˇenim silam in momentom
reakcije. NFS pa podaja enacˇba:
NFS = [0, 0, 0]. (3.16)
M
Fx
Fz
Slika 3.11: Konzolno vpetje z reakcijami.
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3.6.0.3 Drsno cˇlenkasto vpetje
Drsno je element vpet ko ima premik omejen samo v eni translatorni osi. Upogibni
moment je v vpetem vozliˇscˇu 0. Na sliki 3.12 je prikazana skica podpore z oznacˇenim
reakcijskim silam. NFS pa podaja enacˇba:
NFS = [1, 0, 1]. (3.17)
Fz
Slika 3.12: Drsno cˇlenkasto vpetje z reakcijami.
3.7 Resˇevanje sistema lineranih enacˇb
Enacˇbe so bile urejene na nacˇin, da vedno dobimo kvadratno matriko, dokler je sistem
staticˇno dolocˇen ali predolocˇen. To pomeni, da imamo enako sˇtevilo neznank kot je
enacˇb. Resˇevanje sistema linearnih enacˇb je bilo izvedeno z knjizˇnjico Numpy [5],
ki uporablja knjizˇnico LAPACK [6]. Resˇevanje poteka po standardnem Gaussovem
nacˇinu.
3.8 Procesiranje rezultatov
Ko imamo dolocˇene deformacije nosilca/palice v vozliˇscˇih lahko dolocˇimo sile v nosilcih.
Izracˇunane pomike v vseh vozliˇscˇih, je potrebno identificirati po posameznih koncˇnih
elementih konstrukcije. To dosezˇemo z obratnim postopkom opisanim v poglavju 3.4.
Tako lahko izracˇunamo sile in momente skladno z enacˇbo:
f = Ku. (3.18)
3.9 Izracˇun lastnih frekvenc nosilca
Za dolocˇitev lastnih frekvenc je potrebno poiskati resˇitev enacˇbe (2.28), ki predstavlja
problem lastnih vrednosti. Le tega resˇimo s knjizˇnico Numpy [5], ki izrablja knjizˇnico
LAPACK [6].
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4 Rezultati
V tem poglavju so predstavljeni rezultat analize izbrane konstrukcije z uporabo raz-
vitega paketa v okviru zakljucˇne naloge, ki smo ga poimenovali StructuralPython [3].
Resˇena sta primera konzolno vpetega nosilca in Parkerjevega palicˇnega mostu.
4.1 Konzolni nosilec
Analiziran je bil konzolno vpet nosilec katerega parametri so podane v tabeli 4.1.
Shema nosilca je prikazana na sliki 4.1.
Preglednica 4.1: Parametri nosilca
L E I A ρ
1m 2.068× 1011 Pa 8,33× 10−10 m4 0.0001 m2 7830 kg/m3
L
Slika 4.1: Shema konzolno vpetega nosilca.
4.1.1 Lastne frekvence
Nosilec je bil modeliran z desetimi koncˇnimi elementi. Za potrditev pravilnosti dolocˇanja
lastnih frekvenc konstrukcije smo dolocˇili lastne frekvence nosilca in izracˇun primerjali
z analiticˇnimi rezultati podanim v [7]. Lastne frekvence neobremenjenega nosilca so
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dolocˇene po postopku opisanem v poglavju 2.2. Rezultati izracˇuna se nahajajo v tabeli
4.2.
Preglednica 4.2: Lastne frekvence konsturkcije
ANALITICˇNO StructuralPython Napaka
f1 8,311 Hz 8,300 Hz 0,13%
f2 51,94 Hz 52,016 Hz 0,15%
f3 145,68 Hz 145,648 Hz 0,022%
f4 285,69 Hz 285,414 Hz 0,097%
f5 472,22 Hz 471,8202 Hz 0,085%
4.1.2 Diskusija
Glede na primerjavo rezultatov v tabeli 4.2, lahko potrdimo pravilnost izracˇuna lastnih
frekvenc za preprost konzolno vpeti nosilec.
4.2 Parkerjev most
Analiziran je bil palicˇni Parkerjev most. Parkerjev most je most, katerega zgornji lok
je v krivulji kot je razvidno iz slike 4.2. Most je bil obremenjen s koncentriranimi
silami velikosti 1000N. Vse palice v mostu imajo enake lastnosti navedene v tabli 4.3.
Izracˇunani rezultati so bili primerjani s Ansys APDL definiran po postopku opisanem
v [8]. Vsaka palica je bila definirana s samo enim koncˇnim elementom. V Ansys je
element definiran z elementom LINK1. Seznam vozliˇscˇ in potrebne lastnosti se nahajajo
v tabeli 4.4. Seznam palic se nahaja v tabeli 4.5. Celotna konstrukcija je prikazana na
sliki 4.2. Palice se v skupnih vozliˇscˇih med seboj cˇlenkasto povezane. To pomeni, da
imajo palice identicˇne translatorne prostostne stopnje v skupnih vozliˇscˇih.
Preglednica 4.3: Parametri palic parkerjevega mostu.
E A ρ
200× 109Pa 0.00325m2 8000kg/m3
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Slika 4.2: Shema sistema generirana s razvito programsko kodo StructuralPython za
parkerjev most.
Preglednica 4.4: Vozliˇscˇa parkerjevega mostu.
# IME X [m] Z [m] PODPORA TIP POVEZAVE NAKLON
1 a 0,0 10,8 CˇLENKSTO VPETJE CˇLENEK 0
2 b 7,5 10,8 / CˇLENEK 0
3 c 15,0 10,8 / CˇLENEK 0
4 d 22,5 10,8 / CˇLENEK 0
5 e 30,0 10,8 / CˇLENEK 0
6 f 37,5 10,8 / CˇLENEK 0
7 g 45,0 10,8 / CˇLENEK 0
8 h 52,5 10,8 / CˇLENEK 0
9 i 60,0 10,8 CˇLENKASTO VPETJE CˇLENEK 0
10 j 7,5 2,7 / CˇLENEK 0
11 k 15,0 1,2 / CˇLENEK 0
12 l 22,5 0,3 / CˇLENEK 0
13 m 30,0 0,0 / CˇLENEK 0
14 n 37,5 0,3 / CˇLENEK 0
15 o 45,0 1,2 / CˇLENEK 0
16 p 52,5 2,7 / CˇLENEK 0
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Preglednica 4.5: Palice parkerjevega mostu.
# IME TIP VOZL. 1 VOZL. 2 # IME TIP VOZL. 1 VOZL. 2
1 t1 Palica a b 16 t16 Palica p i
2 t2 Palica b c 17 t17 Palica j b
3 t3 Palica c d 18 t18 Palica k c
4 t4 Palica d e 19 t19 Palica l d
5 t5 Palica e f 20 t20 Palica m e
6 t6 Palica f g 21 t21 Palica n f
7 t7 Palica g h 22 t22 Palica o g
8 t8 Palica h i 23 t23 Palica p h
9 t9 Palica a j 24 t24 Palica j c
10 t10 Palica j k 25 t25 Palica k d
11 t11 Palica k l 26 t26 Palica l e
12 t12 Palica l m 27 t27 Palica e n
13 t13 Palica m n 28 t28 Palica f o
14 t14 Palica n o 29 t29 Palica g p
15 t15 Palica o p
22
Rezultati
4.2.1 Notranje sile
Izracˇunane notranje sile so navedene v tabeli 4.6 in primerjane z ANSYS APDL. Med
izracˇuni ni razlik, kar potrjuje pravilno delovanje programa. Sile v tabeli so usmerjene
od vozliˇscˇa 1 do vozliˇscˇa 2.
Preglednica 4.6: Izracˇunane sile.
IME PALICE ANSYS [N] StructuralPython [N] ∆ [N]
t1 133,21 133,21 0
t2 133,21 133,21 0
t3 1102,5 1102,5 0
t4 1336,9 1336,9 0
t5 265,48 265,48 0
t6 -459,97 -459,97 0
t7 -1255,7 -1255,7 0
t8 -1255,7 -1255,7 0
t9 -3747,82 -3747,82 0
t10 -3585,2 -3585,2 0
t11 -3776,9 -3776,9 0
t12 -3475,0 -3475,0 0
t13 -3475,0 -3475,0 0
t14 -2697,8 -2697,8 0
t15 -1991,8 -1991,8 0
t16 -1703,5 -1703,6 0,1
t17 1000 1000.0 0
t18 -46,875 -46,875 0
t19 700 700 0
t20 277,78 277,78 0
t21 -928,57 -928,57 0
t22 -859,38 -859,38 0
t23 0 0 0
t24 -1426,7 -1426,7 0
t25 380,70 380,70 0
t26 -477,91 -477,91 0
t27 1365,4 1365,4 0
t28 1178,4 1178,4 0
t29 1171,2 1171,2 0
4.2.2 Lastne frekvence
Kot zadnja stvar je bilo potrebno dolocˇiti lastne frekvence mostu. V tabeli 4.7 so
prikazani izracˇuni in primerjani z Ansys APDL.
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Preglednica 4.7: Lastne frekvence parkerjevega mostu.
StructuralPython [Hz] ANSYS [Hz] ∆ [Hz] ∆[%]
f0 7,3202 7,3379 0,0177 0,24
f1 14,482 14,568 0,086 0,59
f2 23,678 23,785 0,107 0,45
f3 27,956 28,342 0,386 2,1
f4 40,919 41,992 1,073 2,6
4.2.3 Diskusija
Primerjava med izracˇunanimi notranjimi silami v palicah mostu, ki se nahaja v tabeli
4.6 potrjuje pravilnost izracˇuna. Do manjˇse razlike v palici ”t15”pride zaradi zao-
krozˇevanja.
Primerjava izracˇunanih lastnih frekvenc mostu v tabeli 4.7 potrjuje pravilnost izracˇuna
lastnih frekvenc. Do manjˇsih razlik med frekvencami pride najverjetneje, zaradi razlik
v nacˇinu izracˇuna problema lastnih vrednosti, ne pa zaradi razlik v masni in togostni
matriki, saj bi sodecˇ po [8] morali biti enaki kot uporabljeni v nalogi.
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5 Zakljucˇki
V tej nalogi je bilo opisan postopek analize ravninske konstrukcije sestavljene iz eno-
dimenzijskih konstrukcijskih elementov, in sicer:
– Izracˇun notranjih sil v konstrukciji po metodi MKE
– Dokaz o natancˇnosti s primerjavo izracˇuna z rezultati ANSYS APDL
– Izracˇun lastnih frekvenc konstrukcije in primerjava le-teh
V sklopu diplomske naloge smo uspesˇno razvili algoritem, ki na podlagi definicije sis-
tema uspesˇno generira togostno in masno matriko ter izvede izracˇune za dolocˇitev no-
tranjih sil pod obremenitvijo in dolocˇitev lastnih frekvenc konstrukcije. Pravilnost je
bila potrjena preko primerjav z analiticˇnimi rezultati ter uporabo programskega paketa
Ansys APDL. V nalogi smo koncˇne elemente definirali na podlagi Euller-Bernoullijeve
formulacije. Za vecˇjo natancˇnost izracˇunov bi lahko uporabili Timoshenkovo formu-
lacijo za opis nosilca. V nalogi smo zanemarili spreminjanje geometrije nosilca zaradi
obremenitev.
5.0.1 Predlogi za nadaljnje delo
Ta program omogocˇa analizo 2D konstrukcij, tako da je logicˇna nadgradnja formulacije
za analizo 3D konstrukcij. Trenutno sta implementirana dva tipa koncˇnega elementa
in oba za popis palic in nosilcev v konstrukciji. Naslednja stopnja v razvoju bi predsta-
vljala vkljucˇitev razlicˇnih tipov koncˇnih elementov. V nalogi so lastnosti konstrukcij-
skega elementa neodvisne od obremenitve. Razsˇiritev formulacije bi lahko uposˇtevala
spremembe v togostni in masni matriki kot posledica obremenitev na elementu.
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